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I. WAS BESAGT DIE UNSCHARFERELATION?

Die fiir Quantensysteme charakteristische Heisenbergsche Unscharferelation (Relation = Beziehung) besagt, dass die
Verbesserung der Kenntnis des Wertes einer interessierenden physikalischen Grofie A von Quantenteilchen unvermeid-
lich zu einer Verschlechterung der Kenntnis des Wertes gewisser anderer Messgroflien B fiihrt. Anders ausgedriickt:
Je genauer die Kenntnis, also je kleiner die Mess,,unscharfe” von A ist, desto grofler muss die Mess,,unschérfe”, muss
die Unkenntnis von gewissen anderen Groflen B sein — und umgekehrt.

Diese insbesondere fiir so genannte kanonisch konjugierte Messgroflen A und B geltende Gesetzméafigkeit wurde
erstmals von Werner Heisenberg 1927 (Zeitschrift fiir Physik 43 (1927) S. 172 — 198) abgeleitet und untersucht. Sie
hat dramatische Konsequenzen fiir unsere Vorstellungen iiber die Eigenschaften von Quantenteilchen.

Ein besonders wichtiges Paar kanonisch konjugierter Messgrofien sind der Ort x und die Geschwindigkeit v oder
richtiger der Impuls p = muv eines Quantenteilchens mit der Masse m. Weil man nach der Unschérfebeziehung
beim besten Willen nicht beide zugleich genau kennen, sie nicht zugleich genau messen kann, darf man sich als eine
unvermeidliche Konsequenz Quantenteilchen nicht als auf einer Bahn z(¢) fliegend vorstellen. Gébe es ndmlich eine
solche Bahn, die den Teilchenort x zu jeder Zeit ¢ angibt, so konnte man ja die Teilchengeschwindigkeit v(t) = dx/dt
zu jeder Zeit einfach ausrechnen und kennte damit zugleich seine Impulswerte p(t) zusammen mit den Orten x(t)
entlang der Bahn — was nach der Unschéarferelation aber eben nicht sein kann. Fir Quantenteilchen gibt es somit
keine Bahnen, auf denen sie sich bewegen! Denn eine solche Bahn liefle sich grundsétzlich nicht messen und existiert
deshalb auch nicht. Ja schon allein die Vorstellung einer Flugbahn steht im Widerspruch zu einem Grundprinzip der
Quantenmechanik, der Unscharferelation. Was aber dann? Von Quantenteilchen muss man Punktwolken von Aufent-
haltswahrscheinlichkeiten im Raum und auch Punktwolken fiir ihre Verteilungswahrscheinlichkeiten im Impulsraum
angeben, je nach Unschérfe teils mehr, teils weniger ausgedehnt. — Somit ist die Vorstellung des beliebten Bohrschen
Atommodells von auf Kreis- oder Ellipsenbahnen um den Atomkern kreisenden Elektronen nicht nur iberholt, sondern
schlicht falsch.

Zur préazisen Formulierung der Heisenbergschen Unschéarferelation miissen wir zunéchst einmal den Begriff der
Unschdrfe sorgféltig definieren. Die Messung einer physikalischen Grofie A (also etwa des Ortes, des Impulses, des
Drehimpulses, usw.) moge die Messwerte aq,as, as, ..., an liefern, idealerweise unendlich viele, also N — oo. Daraus

i=N
kann man den Mittelwert bestimmen, genannt (A), also (4) = & Y a;. Als MaB fiir die Abweichung der Schar
i=1

dieser Messwerte von ihrem Mittelwert eignet sich die als Streuung, Standardabweichung, Schwankung oder auch
Unschdrfe genannte Grofle A,, die man aus den Quadraten der Abweichungen vom Mittelwert berechnet: A, =
i=N

+ > (a;— (A))?, kurz geschrieben A, = +/{(A — (A))2). Ubrigens bezeichnet man das Quadrat A2 als die

i=1
Varianz der Messwerte. A, selbst heifft im Englischen root mean square, abgekiirzt rms, von A.

Man kennt eine physikalische Grofle A dann genau, wenn A, = 0 ist. Eine von Null verschiedene Unschérfe, A, # 0,
also eine nur ungenaue Kenntnis des Wertes von A, kann zum einen an den unvermeidlichen Messungenauigkeiten
liegen. Zum anderen kann diese aber auch daran liegen, dass in der beobachteten Menge von Quantenteilchen gar
nicht alle denselben A-Wert haben.

Die Heisenbergsche Unschérferelation fiir das Paar kanonisch konjugierter Messgréflen Ort x und Impuls p von
Quantenteilchen besagt dann, dass das Produkt derer beider Unschéarfen

Ay 1)

ist, den endlichen Zahlenwert //2 also nicht unterschreiten kann. Hier bedeutet h = h/27 = 1,055 x 10734 Js, das
durch 27 geteilte Plancksche Wirkungsquantum h. Die physikalische Einheit Js = Joule x Sekunde, ist die Einheit der
Wirkung. Das Plancksche Wirkungsquantum A ist Ausdruck der Erkenntnis, dass die physikalische Grofle Wirkung
in Portionen gestiickelt, ,,gequantelt” ist. — Wenn eine der Gréflen z oder p ganz genau, ganz scharf bekannt, etwa
A, = 0 whre (was grundsétzlich sehr wohl méoglich ist), dann wére A, = oo, wiisste man also iiber die konjugierte
Messgrofle, den Impuls oder die Geschwindigkeit gar nichts, weil deren Unschérfe beliebig grofl ist. Oder, falls



A, =0, weifl man zwar genau, wie schnell das Quantenteilchen fliegt, aber nicht, wo es sich befindet. — Bei kanonisch
konjugierten Observablen, wenn also das Produkt AB die Dimension (Einheit) einer Wirkung hat, kommt somit die
Wirkungsquantelung ganz unmittelbar als Unschérferelation zum Ausdruck, als ein uniibersehbarer, charakteristischer
Quanteneffekt, der drastische Unterschiede zur klassischen Physik zur Folge hat.

II. KLASSISCHE UNSCHARFEN IN WELLENFELDERN

Die Orts-Impuls-Unschérfe ist eine Eigenschaft von Quantenteilchen. Bei makroskopischen Korpern sind be-
reits die durch die Messungenauigkeiten gegebenen Unschérfen so gro, dass die durch /2 gesetzte Schranke um
Groflenordnungen tiberschritten wird, diese also keinerlei Einschrankung mehr bedeutet. Betrachten wir z. B. den
bei der Fuiballweltmeisterschaft 2010 in Siidafrika eingesetzten Ball Jabulani, der eine Masse von etwa m = 0,42 kg
hatte. Stellen wir uns vor, man hétte einen aktuellen Ort auf seinem Flug nach einem Schuss auf A, =1 mm genau
gemessen und seine Geschwindigkeit an diesem Ort auf etwa A, = 1 mm/s genau ermittelt; das sind Genauigkeiten,
die kaum zu erreichen sind, die aber auch von den Spielern kaum zu nutzen wéren. Dann betragt das Unscharfeprodukt
Ay A, =1073-0,42-1073 kg m?/s = 4,2 x 1077 Js, riesig gegeniiber der Wirkungsportion /2 = 0,53 x 1073* Js!
Weil das so ist, kann man bei klassisch-physikalischen Kérpern auch A gleich ganz zu Null setzen, bedeutet doch die
Unschérferelation keine Einschrénkung mehr. Deshalb kann man sich fiir den Jabulani widerspruchsfrei eindrucksvolle
Flugbahnen vorstellen. Klassische Koérper bewegen sich auf Bahnen — fiir Quantenteilchen gibt es Bahnen jedoch nicht,
sondern nur Wahrscheinlichkeitswolken fiir ihre Aufenthaltsorte.

Es gibt aber auch in der klassischen Physik bereits ,,Unschérfebeziehungen”. Natiirlich kommt in ihnen das
Plancksche Wirkungsquantum A nicht vor! h kennzeichnet allein die Quantenwelt. Wenn wir Musik horen, errei-
chen uns To6ne oder Tonfolgen, die bekanntlich jeweils einen Anfang und ein Ende haben. Deshalb konnen das keine
,,reinen” Tone sein, leider oder zum Gliick, denn eine schwingende Welle mit nur einer einzigen Frequenz w (= 27v) hat
physikalisch keinen Anfang und kein Ende, ist ein unendlich langer Wellenzug (und unendlich langweilig). Uberlagert
man aber viele benachbarte reine Schwingungen, also viele Frequenzen w;, so fiihrt diese Uberlagerung zu einem fiir
den Horer nur endlich lange andauernden Wellenpaket. Je kiirzer zeitlich ausgedehnt man dieses machen mochte,
desto mehr reine Schwingungen unterschiedlicher Frequenzen muss man iiberlagern. Nach den Fourier-Satzen sind
die zeitliche Dauer A; des Wellenpakets und die Breite A, des Intervalls der Frequenzen, die man zur Erzeugung
dieses Wellenpakets braucht, zueinander umgekehrt proportional, also A, o« 1/A;. Es gilt also wieder eine ,,Un-
schérferelation”,

Aw'At'Rﬁl, (2)

diesmal fiir klassische(!) Wellenpakete.

Ahnlich ist es iibrigens, wenn man raumliche Formen oder Strukturen mittels Fourier-Zerlegung durch Uberlagerung
von Wellen mit vielen Wellenldngen A; bzw. Wellenzahlen k; = 2x/\; beschreibt. Um z. B. eine Glockenkurve
der Ausdehnung A, durch Uberlagerung von Wellen mit verschiedenen Wellenlangen A; darzustellen, benotigt man
Wellenzahlen k; aus einem Bereich mit der Breite Ay o< 1/A; wieder nach dem Satz von Fourier. Schon haben wir
eine weitere ,,Unschérfebeziehung” der klassischen Physik, diesmal zwischen Ortsbreite und Wellenzahlbreite,

III. HERLEITUNG DER UNSCHARFERELATION

Messgrofien werden in der Quantenmechanik Observable genannt und durch Operatoren A, B, usw. dargestellt. Weil
die gemessenen Werte reelle Zahlen sind, sind die zugeordneten Operatoren selbstadjungiert (oder hermitesch), will
sagen, die Operatoren A, B usw. sind gleich ihren jeweils dazugehérigen hermitesch adjungierten Operatoren A+, B
usw., also A = AT, B = BT, usw. Die gemessenen Mittelwerte a, b, usw. berechnen sich aus den Quantenzustinden
¥ gemif a = (Y|AY) bzw. b = (P|Be)); diese reellen Zahlen a,b heiflen auch die Erwartungswerte von A und B.

Die Abweichungen vom Mittelwert oder Erwartungswert bezeichnen wir mit A=A—aoder B= B —b. Aus ihnen

bestimmt man die Streuungen oder Unschérfen gemif A, = 1/ (1)|A24) und analog A,. — Ubrigens: Genau in so

genannten Eigenzustinden 1), einer Observablen A, also Ay, = a,, ist die Unschérfe gleich Null, A, = 0.
Nun haben wir das Riistzeug, um die Unschérferelation abzuleiten. Sie ist im Wesentlichen eine Konsequenz der
allgegenwartigen Schwarzschen Ungleichung. Es ist ndmlich deshalb naheliegend, sie zum Beweis heranzuziehen, weil

Aq = £/ (AY|Ay) = |Ay| die ,Linge” des Zustandsvektors Ay ist. Die Schwarzsche Ungleichung besagt in unserem
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konkreten Fall |(Ay|Bi)| < |Ay] - |By| = Aq - Ay. Wie gleich gezeigt werden wird, ist die linke Seite groBer als der
Erwartungswert des Kommutators von A und B, genauer gréBer als 3| ( ¢| [4,B] ¢ ) |. Unter dem Kommutator

zweier Observabler A und B versteht man [A, B] = AB — BA; er bestimmt, wie verschieden das Ergebnis ist, wenn

man zuerst A und dann B anwendet (misst) oder umgekehrt zuerst B und dann A. Zusammengefasst gilt somit
1
§|<[AaB1>|SAa'Ab- (4)

Es kommt also bei der Unschéarferelation eines Variablenpaares auf den Erwartungswert ihres Kommutators an,
([A,B]) = (| [A B¢y ). Esist dieser Kommutator zweier Observabler, zweier Messgrofien, der die untere Grenze
ihres Unschéarfeprodukts bestimmt. Der Erwartungswert des Kommutators hiangt im Allgemeinen von den Observablen
und dem jeweiligen Zustand ab, kann also auch je nach Observablenpaar und Zustand anders sein; nur Null kann die
untere Schranke des Streuungsprodukts nicht sein!

Fiir zwei miteinander vertauschbare Observablen, also [A, Bl = AB — BA = 0, gibt es fiir deren Unschéarfeprodukt
keine Einschrinkung. Nicht vertauschbare Observable dagegen konnen nie zugleich genaue, streuungsfrei scharfe Werte
haben. Speziell fiir das Observablenpaar Ort x und Impuls p gilt die kanonische Vertauschungsrelation [z,p] = ih;
setzt man das in (4) ein, so geht diese allgemeine Unschérferelation iiber in die speziellere Form (1).

Auch Funktionen von p wie z.B. die kinetische Energie Ey;, = p?/(2m) oder Funktionen von x wie z.B. die
potentielle Energie V(z) sind i.a. nicht vertauschbar, lassen sich also nicht zugleich scharf angeben. Dagegen
sind verschiedene Komponenten des Orts- und Impulsvektors miteinander vertauschbar, unterliegen also keiner Un-
schérfeeinschdnkung. Z.B. gilt [y,p.] = 0. Man kann also zugleich genau wissen, wie schnell das Quantenteilchen in

z-Richtung fliegt und wo es sich senkrecht dazu in y-Richtung befindet. A A
Jetzt werde noch kurz das oben aufgeschobene Beweisstiick nachgeholt: Zunéchst einmal ist | ( Ay| By )
| {|AB ) |? ; sodann kann man AB zerlegen in seinen reellen und imaginiren Anteil AB = %(AB +BA) + %(AB —
EA), ,,reell” heilt dabei hermitesch, ,,imaginar” heifit i- hermitesch. Im zweiten Summanden heben sich die Glieder
mit a bzw. b gegenseitig auf, so dass man ihn als %(AB — BA) schreiben kann. Das zu berechnende Quadrat besteht

also aus der Summe der Quadrate dieser beiden Teile und ist demzufolge grofier oder hochstens gleich dem Quadrat
insbesondere des zweiten Teils allein: 1|(¢|(AB — BA)Y)|*> < | ( Ay| By ) |?, was zu zeigen war.

|2_

IV. ENERGIE-ZEIT-UNSCHARFE

Oft wird im Zusammenhang mit der Orts-Impuls-Unschéarferelation auch eine Energie-Zeit-Unscharferelation
genannt, etwas leichtfertig. Denn in der Quantenmechanik ist die Zeit ¢ keine Observable, sondern eine Zahl, die den
zeitlichen Ablauf der Quantenvorgéinge parametrisiert. Also gibt es keinen Zeit- Operator, dessen Vertauschungsrelation
mit dem Energieoperator, der Hamiltonschen Funktion H, man untersuchen kénnte. Also gibt es keine gewthnliche
Unschérferelation wie durch Gleichung (4) beschrieben.

Nun haben aber Quantenteilchen auch Welleneigenschaften, in der Regel durch eine ,,Wellenfunktion” (z,t)
beschrieben. Deren Quadrat |1)(x,t)|? ist die direkt messbare Wahrscheinlichkeitsdichte dafiir, an der Stelle x zur
Zeit t ein Quantenteilchen zu finden. Durch die Einsichten von Planck, Einstein, de Broglie u. a. wissen wir, dass die
Frequenzen v bzw. Kreisfrequenzen w = 27v in der Fourierzerlegung der Wellenfunktion ) (x, ) mittels hv = fiw = E
mit den Energien E sowie die Wellenldngen A bzw. die Wellenzahlen k = 27 /X mittels h/A = fik = p mit den Impulsen
p der Quantenteilchen verkniipft sind. Multipliziert man also die klassischen Unschérfebeziehungen (3) und (2) fiir
das Wellenfeld ) (x, t) mit 7, so werden daraus quantenmechanische Unschérferelationen fiir Ort und Impuls, was wir
schon kennen, und fiir Zeit und Energie, was wir jetzt neu lernen. (Den Faktor 1/2 lassen wir einmal aufler Acht; er
hat damit zu tun, dass die ¥-Welle komplex ist.) Heisenberg hat bereits in seiner grundlegenden Arbeit von 1927 (s.
0.) den Zusammenhang zwischen der zeitlicher Dauer A; von Quantenvorgingen und der damit verbundenen Breite
Ap des Energiespektrums diskutiert.

Die Energie-Zeit-Unscharfebeziehung ist also eine Verbindung der Unschérferelation zwischen konjugierten Fourier-
variablen der klassischen Physik (hier w und t) einerseits und der quantenmechanischen Verkniipfung der Frequenzen
w mit den Energien E mittels ~A andererseits.



